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1 Angabe

Fiir die Funktion f(x) := YAHEsinz—cosz jyeqtimme man D(f) und eine stetige
2

sin

Fortsetzung von f auf eine moglichst grofe Teilmenge von IR.

2 Losung

Zunichst eine allgemeine Vorbemerkung zur Mazimalitit. Die Menge (2 beste-
hend aus allen Paaren (M, f) mit

e D(f) € M;

o D(f) = M;
e f stimmt mit f auf D(f) iiberein;
° f ist auf ganz M stetig.
148t sich wie folgt ordnen:
(M, f) < (M, f') & (M € M) und (f" eingeschriinkt auf M = f).

Danach beniitzt man das Lemma von Zorn, um nachzuweisen, daf 2 ein max-
imales Element (M, f) besitzt. Wie sich durch Beispiele zeigen 14fst, kann es
mehrere (M, f) geben, sodals die Aufgabe keineswegs eindeutig bestimmt sein
muf! Im konkreten Fall jedoch wird ein (M, f ) durch elementare Uberlegungen
bestimmt, wie nachstehend ausgefiihrt.

Wir werden das Beispiel nur fiir z € IRT U {0} vorzeigen, da die Funktion
unter der Wurzel eine gerade Funktion ist, sodaf sich alle Uberlegungen auf die
negativen reellen Zahlen leicht {ibertragen lassen.

Beh 1: Seig(z) := 1+ zsinx, so gibt es eine Folge {x,,}7_, mit (2k—1)w <
Top—1 < Tok < 2k und D(g) = R\ Upeo(x2rk—1, T2k)
Bew: Der Sachverhalt kann mittels Skizze gekldrt werden. Es war vom
Aufgabensteller nicht daran gedacht, Fixpunktsiitze, Approximationstech-
niken und anderes (mittel)schweres Geschiitz zur genaueren Beschreibung
der Nullstellen von g auffahren zu lassen. .. .

Beh 2: Sei Z(z) := /1 + zsinz—cosz und N(z) := sin® £ so ist D(Z) = D(g)
und D(N) = R\ {2kr | k € INU{0}}.
Esist D(f) = R" \ Upeo(z2k—1, z2r) \ {2n7 | n € IN}

Bew: D(Z) = D(g), wie man unschwer sieht. Danach iiberlegt man sich
D(f) = D(%) = D(Z) N D(N), woraus der letzte Teil der Beh folgt.



Beh 3: Fulls f eine stetige Fortsetzung von f mit 0 € D(f) ist, gilt f(O) =2.

Bew: Elementares Umformen, sowie Beniitzen von sinz = 2sin § cos §
fithren auf

L,z
oS

x x
r)=| ——= +2cos — .
1) (sm‘;’ 2) V14 zsinz +cosx

Ist nun f stetig an & = 0, so muf

7(0) = lim f(x) =2

x—0
gelten.

Beh 4: An keiner Stelle yy, := 2km mit k # 0 lafst sich f stetig fortsetzen.

Bew: Es miifite f(y) = lim,_,, f(z) gelten. Der geforderte Grenzwert
existiert jedoch nicht.

Beh 5: Wird M := D(f) U {0} und

fla) = {g(x) iié?(f)

gesetzt, so ist (M, f) ein mazimales Element in Q.

Bew: Aus der im Bew von Beh 3 angegebenen Darstellung von f entnimmt
man, daf f an allen Stellen y;, unbeschréinkt wird. (Lose gesprochen: 'Der
Trick aus Beh 3 fiir das Festlegen von f(yx) funktioniert nicht’).



