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1 Angabe

Gegeben sind Folgen {a,} und {b,} durch a, := n% und b,, := m Man
zeige, daf s := > .°7  a, und ¢ := > ;7 b, existieren. Man ermittle k € IN
derart, dafs bei Ersetzen von s durch t + 22:1 ¢, der Fehler hochstens ein

Zehntel von jenem ist, der entsteht, wenn s durch 22:1 an ersetzt wird.

2 Losung (nur der Teil mit der Fehlerabschitzung)

Der erste der beiden Fehler ist

der zweite ist
k
A i=s— E Q.
n=1

Gesucht ist eine Abschitzung nach oben fiir das minimale k, derart dafs
1
|0k| < EIAM (%)

gilt (wegen der Monotonie der Partialsummen gilt (*) fiir alle groferen k). Im
Beispiel sind alle a,,, b, und ¢, positiv, sodak 6,, > 0 and A,, > 0 (bitte selbst
priifen!). Deshalb erweist sich (%) als dquivalent zu

k k
1
sft—ch < 0 <SZan).
n=1 n=1
Da ¢, = a, — b,, ist Letzteres auch in der Form
o0 o0 1 o0
Z Ap — Z b, < E ( Z an)
n=k+1 n==k+1 n=k+1
anschreibbar, bzw., nach weiterer Umformung mittels der Monotoniegesetze,
o0 9 o0
anzm<zan). ()
n=k+1 n=k+1

Nun besteht die weitere Strategie darin, die linke Seite nach unten und die
rechte Seite nach oben abzuschiitzen, derart dak eine stérkere, aber handhabbare
Bedingung an k entsteht (d.h. es werden weniger ks die neue Bedingung erfiillen,
wohl aber alle jene, die (xx) geniigen). Aus der stirkeren Bedingung wird eine
Abschitzung nach oben fiir das minimale £ gewonnen werden.



2.1 Das minimale £ erfiillt £ <5 (E.B6ck)
Weil

k+N k+N

1
D D VST

n=k+1 n=k+1
s ()
n=k+1 n n+ 1
gfl gf 1
n=k+1 n n=k+1 n+1
k+N k+N-+1

1 1
= 2 a2
n=k+1 n=k+2
1 1
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ergibt sich fiir die linke Seite in (*%) der Ausdruck

= 1
> by = r— (1)

n=k+1

Nun wird die rechte Seite in (*x) nach oben abgeschétzt, derart, dak eine
einfacher zu handhabende Bedingung an das k entsteht:
Dazu beobachtet man
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Hieraus ergibt sich dhnlich wie vorhin

kiva<1—1+11—1+2+1+1
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Dies verwendend, findet man als Abschétzung fiir die rechte Seite in (xx)

g i a <g ! + !
10 4= "T10\k+1 2k(k+1)/)°

Gleichung (1) verwendend, wiirde (xx) fiir jedes &k mit

L9 (1
k+1710\k+1 ' 2k(k+1)

richtig sein, d.h. (nach einfache Umformungen) fiir alle k¥ > 5. Deshalb hat man
die Abschitzung k < 5 fiir das minimale k, welches (xx) erfiillt.



2.2 Das minimale k erfiillt £ < 9 (einfacherer Gedanken-
gang - jedoch grébere Schranke)

Es reicht, wenn in (xx) fiir alle n > k stets jedes einzelne Folgenglied die Un-
gleichung

9
> g,
b, > T

erfillt. Letzteres ist fiir n > k zu

1 91

- s> 72
n(n+1) — 10n?’

bzw. zu
10n > 9(n + 1),

m.a.W. zu n > 9 fiir alle n > k dquivalent.



