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1 Modifizierte Angabe

Es sei M :=[1,4]\ {2} und

V2 +2z—-3—-+/5
f(z):= ——> .

Man zeige, dak es keine Lipschitzkonstante X fiir f auf M, d.h. es kein A € IR
mit
Ve,ye M |f(z) = f(y)| < Az -yl

gibt.
Weiters zeige man, dafs f auf M gleichmikig stetig ist.

2 Losung

Beh 1: Die Funktion
z+4

9(x) = V2 + 2z —3++5

ist auf [1,4] stetig und die FEinschrinkung auf M stimmt mit f tiberein.

Bew: Durch elementares Umformen.

Anmerkung: Jede Lipschitzkonstante A fiir g auf [1,4] ist eine fiir f auf M.
Umgekehrt, aus Stetigkeitsgriinden ist jede L-Konstante von f auf M eine
solche fiir ¢ auf [1,4]. Es geniigt also zu zeigen, daft g keine L-Konstante
besitzt.

Beh 2: Fulls g eine L-Konstante A auf [1,4] besitzt, so besitzt dort N(x) :=
Va2 + 2z — 3+ /5 die L-Konstante \ + M
Bew: Durch ’'Einschieben’ von Termen und Beniitzen der Dreicksungle-
ichung findet man unter Beachtung von |N(z)| = [v22 + 22 — 3 + /5| >
V5, |z| <4, |y| <4 und |[N(z)| < v21 + /5 (die Funktion ist monoton
wachsend auf [1,4]) fiir alle z,y € M

l9(z) — g(y)| < Alz —y|

N x+4 y+4 Mz -yl
x2+2x—3 y2 + 2y — Y
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= o+ DN() ~ N@)| - @ +ON() - (y + DN ()] < 57—y
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wie behauptet.

Beh 3: Die Funktion N(x) = 22+ 2x — 3 + /5 besitzt auf [1,4] keine L-
Konstante.

Bew: Angenommen p ist eine L-Konstante fiir N(x) auf [1,4]. Dann gilt
fiir alle 2,y € [1,4] mit « # y die folgende Kette von Implikationen:

[N(z) = N(y)| < plz -yl
= Va2 +22-3—i2 +2y 3| < plz —y
= |22 422 -3 — (12 +2y—3)| < plz —y|(Va2 + 22 — 3+ V12 + 2y — 3)
= Je+y+2| <p(Va?+2r -3+ /2 + 2y —3).

Indem man y := 1 setzt, gewinnt man fiir alle z # 1

|z +1+2| < pva?+ 2z —3.

Nun beachtet man daf links und rechts auf ganz [1, 4] stetige Funktionen
vorliegen, sodaf die Ungleichung auch fiir z = 1 gelten mufs, was auf den
Widerspruch

4<0

fihrt.

Beh 4: g ist auf [1,4] gleichmdfig stetig.

Bew: g ist auf dem kompakten Intervall [1, 4] stetig, somit ergibt der Satz
von Weierstrak (Seite 72), dak g auf [1,4] gleichmiRig stetig ist.

Anmerkung: Es ist g ein Beispiel einer auf [1, 4] gleichm&Rig, aber nicht
Lipschitzstetigen Funktion. Ein einfacheres Beispiel wire g(z) := /a auf
I :=10,1] (bitte skizzieren!) wie die folgende Kette von Implikationen fiir

TF#Y

Wz =yl < Az -y
= |z -yl <Nz —yl(Va + )
= 1<AWVz+ ),

woraus sich dhnlich wie oben (y := 0) der Widerspruch
1<0
ergibt.

Anmerkung: Das Beispiel wird nachtréiglich angerechnet.



