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1 Modi�zierte Angabe

Es sei M := [1, 4] \ {2} und

f(x) :=
√

x2 + 2x− 3−
√

5
x− 2

.

Man zeige, daÿ es keine Lipschitzkonstante λ für f auf M , d.h. es kein λ ∈ IR
mit

∀x, y ∈ M : |f(x)− f(y)| ≤ λ|x− y|
gibt.

Weiters zeige man, daÿ f auf M gleichmäÿig stetig ist.

2 Lösung

Beh 1: Die Funktion

g(x) :=
x + 4√

x2 + 2x− 3 +
√

5
ist auf [1, 4] stetig und die Einschränkung auf M stimmt mit f überein.

Bew: Durch elementares Umformen.

Anmerkung: Jede Lipschitzkonstante λ für g auf [1, 4] ist eine für f auf M .
Umgekehrt, aus Stetigkeitsgründen ist jede L-Konstante von f auf M eine
solche für g auf [1, 4]. Es genügt also zu zeigen, daÿ g keine L-Konstante
besitzt.

Beh 2: Falls g eine L-Konstante λ auf [1, 4] besitzt, so besitzt dort N(x) :=√
x2 + 2x− 3 +

√
5 die L-Konstante λ +

√
21+

√
5

5 .

Bew: Durch 'Einschieben' von Termen und Benützen der Dreicksungle-
ichung �ndet man unter Beachtung von |N(x)| = |

√
x2 + 2x− 3 +

√
5| ≥√

5, |x| ≤ 4, |y| ≤ 4 und |N(x)| ≤
√

21 +
√

5 (die Funktion ist monoton
wachsend auf [1, 4]) für alle x, y ∈ M

|g(x)− g(y)| ≤ λ|x− y|

⇒

∣∣∣∣∣ x + 4√
x2 + 2x− 3 +

√
5
− y + 4√

y2 + 2y − 3 +
√

5

∣∣∣∣∣ ≤ λ|x− y|

⇒ |(x + 4)N(y)− (y + 4)N(x)| ≤ 5λ|x− y|
⇒ |(x + 4)(N(y)−N(x))| − |(x + 4)N(x)− (y + 4)N(x)| ≤ 5λ|x− y|
⇒ |x + 4||N(y)−N(x)| ≤ 5λ|x− y|+ |N(x)||x− y|

⇒ |N(x)−N(y)| ≤ 1
5
(5λ|x− y|+ (

√
21 +

√
5)|x− y|)

⇒ |N(x)−N(y)| ≤

(
λ +

√
21 +

√
5

5

)
|x− y|,
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wie behauptet.

Beh 3: Die Funktion N(x) =
√

x2 + 2x− 3 +
√

5 besitzt auf [1, 4] keine L-

Konstante.

Bew: Angenommen µ ist eine L-Konstante für N(x) auf [1, 4]. Dann gilt
für alle x, y ∈ [1, 4] mit x 6= y die folgende Kette von Implikationen:

|N(x)−N(y)| ≤ µ|x− y|

⇒ |
√

x2 + 2x− 3−
√

y2 + 2y − 3| ≤ µ|x− y|

⇒ |x2 + 2x− 3− (y2 + 2y − 3)| ≤ µ|x− y|(
√

x2 + 2x− 3 +
√

y2 + 2y − 3)

⇒ |x + y + 2| ≤ µ(
√

x2 + 2x− 3 +
√

y2 + 2y − 3).

Indem man y := 1 setzt, gewinnt man für alle x 6= 1

|x + 1 + 2| ≤ µ
√

x2 + 2x− 3.

Nun beachtet man daÿ links und rechts auf ganz [1, 4] stetige Funktionen
vorliegen, sodaÿ die Ungleichung auch für x = 1 gelten muÿ, was auf den
Widerspruch

4 ≤ 0

führt.

Beh 4: g ist auf [1, 4] gleichmäÿig stetig.

Bew: g ist auf dem kompakten Intervall [1, 4] stetig, somit ergibt der Satz
von Weierstraÿ (Seite 72), daÿ g auf [1, 4] gleichmäÿig stetig ist.

Anmerkung: Es ist g ein Beispiel einer auf [1, 4] gleichmäÿig, aber nicht
Lipschitzstetigen Funktion. Ein einfacheres Beispiel wäre g(x) :=

√
x auf

I := [0, 1] (bitte skizzieren!) wie die folgende Kette von Implikationen für
x 6= y

|
√

x−√
y| ≤ λ|x− y|

⇒ |x− y| ≤ λ|x− y|(
√

x +
√

y)
⇒ 1 ≤ λ(

√
x +

√
y),

woraus sich ähnlich wie oben (y := 0) der Widerspruch

1 ≤ 0

ergibt.

Anmerkung: Das Beispiel wird nachträglich angerechnet.
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