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121) Sei M; = {(z,y) eR*|j 1<z +y <j} (€N}

Analysis 2 UE
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Bestimmen Sie das Innere, den Rand und die abgeschlossene Hiille der Menge T' (beziiglich der euklidi-
schen Metrik).

T=MUMNZxQ)U(M:NQxQ)UMsn(R xZ))

Y

(8 1)

T°=M; = M\ {(z,y) € R* |z +y =0}

-3

P —————

)

RAT ={(z,y) eR*|z+y=0Vat+y=1} U{(z,9) € (ZxQ)|1<z+y<2}U

My U{(z,y) eR* |z +y =3} U{(z,y) € RXZ)[3<z+y<4}

T=TURAT



129) Zeigen Sie, dass die Funktion d eine Metrik auf R ist.

1+ |z —y|, falls genau eine der Zahlen z,y in RT liegt
d(z,y) =

|z — y| sonst

Beweis:
0. d(z,y) >0 Vz,yeR

e l4|z—y/>1>0
——
>0
o |z —yl>0
1. d(z,y) =0 z=y Vz,yeR

e =yeday)=lr—yl=lr—2/=0
»=“: d(z,y) = 0 nur moglich, wenn d(x,y) = |z — y| und z = y.

2. d(z,y) =d(y,z) Vz,yeR
e x eRT y¢ RT 0.B.d.A
e sonst:
3. d(z,z) < d(z,y) +d(y,z) Va,y,z€R

1. Fall: z €e RT,y ¢ RT 0.B.d.A
a) y=RT:
d(z,y) +d(y,z) =z —y[+ 1+ |y — 2| > |z — 2| + 1 = d(z, 2)
b) y # R*: analog
2. Fall: sonst
a) y=R*:
dz,y) +d(y,z) =1+ [z —yl+1+[y—z[ >z —y[+|y— 2| > |z — 2| = d(z,2)

b) y # R
d(z,y) + d(y, z) > d(z, z) gilt nach der Dreiecksungleichung

Bestimmen Sie alle Kugeln K,.(z) (z € R,r € RT).

Wir definieren zunéchst:
K (z) = {y e RT|d(z,y) <r}
K. (z) :={y ¢ R|d(z,y) <7}

r

} o K,(z) = KF(z) UK=(z)

Seiz e RT. = K,.(z) = K (z) UK, ()
={y e RT|d(z,y) <r}U{y ¢ R*|d(z,y) <1}
={yeR"|jz -yl <r}U{y e RTU{0}||z —y| <7 -1}

K, (z) liegt also vollstéindig in RT fiir 7 < 2+ 1 und besteht sonst aus einer positiven und einer nichtpo-
sitiven Teilkugel.



Beispiele:
Ky(1)=(0,3),dajz—y|<r—-1ol-y<lesy>0=0 Vy¢R"
K3(1) = (_LO] U (074) = (_174)

Analog fiir K,(z) mit z ¢ RY.

133) Zeigen Sie, dass eine Funktion d : M x M — R genau dann eine Metrik ist, wenn gilt:
1) d(z,y) =0 2=y und
2) d(z,y) < d(z,z) +d(y, 2)

Bewezs:

1) gilt laut Def.

d Metrik =
2) o {2) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) = d(x, z) + d(y, z) aufgrund der Symmetrie

b) Zu zeigen ist nur noch die Symmetrie der Funktion. Wihle z = . = d(x,y) < d(x, z) + d(y, 2) =
d(z, ) +d(y,x). Analog kommt man mit z = y auf d(y,z) < d(z,y).
~——

0
Also gilt d(z,y) = d(y, x).

134) Zeigen Sie, dass dp(z,y) = min(jz — y|,b — |z — y|) eine Metrik auf [0,d) ist.

Beweis:

0. dp(z,y) >0
0<|z—yl<beb—|z—y|>0
= min(jz —y|,b— |z —y|) >0
1. dp(z,y) =02 =y
min(jlz —yl,b—|z—y|) =0 |z —y|=0Vb—|z—y| =02 =y
>0V

2. db(m?y) = db(y7.'17)
dy(z,y) = min(lz — y[,b — [z — y[) = min(jy — z[,b— [y — z[) = dy(y, 2)

3. dp(z,y) < dp(m,2) +dp(2,y) dp(z, 2) + dp(2,y) = min(|z — z|,b — |z — z|) + min(|z — y|,b— |z — y|) =
min(|z —z|+ [z =y, [z — 2| +b— |z —y[,b— |z — 2|+ |z —y[,b— |z — 2[ +b— [z —y]) >

_ >|z—y| >b—|z—y| >b—|z—y| >b—|z—y]
min(|z —y|,b — [z — y[) = dp(2,y)

Vaz,y,2 €[0,b),b € RT



Interpretieren Sie diese Metrik geometrisch (,, Zusammenheften“ von 0 und b).

i

d(x,y)
4
3
2
1
[ %=y |
-1 1 2 3 4 5 6 7 8

Wie kann man die aus dgp, und dj, gewonnene Summenmetrik auf [0, 4b) x [0, b) geometrisch interpretieren?

petp g VA

0

. 32
22 g



140) Erweiterung der Standardnormen von R™ auf Vektoren mit abzéhlbar vielen Komponenten:
Zeigen Sie, dass die Menge Ay, die alle beschrinkten reellen Zahlenfolgen {z,,} enthilt, beziiglich glied-
weiser Addition und Multiplikation mit Konstanten einen Vektorraum bildet.

Wir zeigen, dass Ag ein Unterraum von RY also abgeschlossen ist:

o {z,} +{yn} = {zn + yn} € Ao, da die Beschriinktheit erhalten bleibt.

o c-{z,} ={c-x,} € Ap, da bei Multiplikation mit einem ¢ € R die Beschrénktheit von {z,|n € N}
nicht verloren geht.

Zeigen Sie ferner, dass ||[{zn}|| = sup, ey |zn| eine Norm auf diesem Vektorraum ist.

Beweis:

0. [{an}] = suppe [zn] =0

L. [{zn}|] =suppen|an] =0 2, =0 VneNsx=0
2. le-{zn}ll = suppen |c - @n| = suppendle] - [2n]} = |¢| - supen [an| = |cf - [[{zn}]]
3. [H{an} H{unH| = supnen [2n+yn| < suppen{lzn|+yal} < suppen [nl+supnen [yn] = [{2n }HI+[{yn ]

V{l'n} € Ao,C S R

143) Zeigen Sie, dass die Normen aus Bsp. 140 und 141 auf dem kleineren der beiden Vektorrdume Ay,
A; (welcher ist das?) nicht zueinander dquivalent sind.

Beh. 1: Esgilt Ag C A;.

Beweis: ", x, abs. konvergent = > °  konvergent = {x,} bilden Nullfolge = {z,} beschrinkt.
ABER: {z,} beschrinkt = {z,} konvergiert.

Also A() Q Al.
Beh. 2: Die beiden Normen sind auf Ay nicht dquivalent.

Beweis: Wir nehmen an, die beiden Normen wiren dquivalent. Wir wissen: ||x||a,, ||Z]|a, sind auf A4
dquivalent & Ja < b € RT unabhingig von x mit

a-llzllap <|lzlla, <b-llx|la, YV@e Ay (1)

Es reicht also, ein Element aus A; zu finden, fiir das solche Konstanten a, b nicht existieren. Dazu
betrachten wir zunéichst die Folge y,, = )\% Man erkennt leicht, dass y,, fiir |A| < 1 ein Element von A;
(und nach Beh. 1 auch von Ag) ist. Wir berechnen daher die Normen

oo

= 1 =/ 1\" 1 1
= nl = | = — ) - 1l=——1=—— V[\>1
n=1 n=1 n=0 BY
sowie
1 1
lylla, = sup |yn| =sup || = — V[A[>1
neN neN A |>‘|

Laut (1) miissen daher fixe a < b € RT folgende Ungleichung erfiillen:

a 1 b
— < < — VAl >1 2
NN ES e @)

(@3



Nun ist ersichtlich, dass der mittlere Ausdruck fiir |A| — 17 unbeschrinkt wird und es daher kein
festes b € R geben kann.

Genauer: Sei b > 1 (gilt 0.B.d.A) eine solche Konstante fiir ein festes, aber beliebiges A. Dann folgt

(=

1 1 1
<-— & <b-1eAN2>214——>1.
-1 - P=1° e
Es geniigt, ein A < |A| zu finden, sodass 1 < A < 1+ 77 gilt, zB.: Ai=1+ 3.
Somit erfiillt b nicht die Ungleichung in (2) beziiglich X. Durch die beliebige Wahl von A kann fiir
Folgen dieser Bauart kein solches b existieren. Ein Widerspruch zu unserer Annahme.



