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Analysis 2 UE

VII) 149, 150, 154, 158, 161, 166

149) Zeigen Sie, dass die Integralnorm fab | f| und die Supremumsnorm supj,y |f| auf dem
Vektorraum Ca, b] nicht dquivalent sind.

Beweis: Es geniigt die Angabe eines Gegenbeispiels. Wir betrachten also in der Folge C[0, 1]
und nehmen an, die beiden Normen wiiren dquivalent, d.h. es existieren a < b € RT derart, dass

1
a'sup|f|§/ |fl <b-sup|f|] VfeC[0,1].
[0,1] 0 [0,1]

Wir wéhlen die Funktionenfolge f,,(x) = 2™ € C[0,1] ¥n € N und berechnen

sup [z"| =supz” =1 VneN

[0,1] [0,1]
sowie
1 n+1 |1 1
|z"| dx = - = VneN
0 n + 1 0 n + 1
Bildet man hier nun den Grenziibergang, ergibt sich lim, fol || = 0, wihrend das

Supremum unveréindert bleibt.

Es kann also kein solches a¢ > 0 unabhéngig von z existieren, die Normen sind demnach auf
Cla, b] nicht dquivalent.

150) Zeigen Sie, dass der Vektorraum Ay aus Bsp. 140 mit der Supremumsnorm |[{z,}||
vollstiandig ist.

Beweis:  Ap ist vollstéindig, wenn dort jede Cauchy-Folge konvergiert. Sei {x, }nen eine CF,
d.h. Ve >03N(e) € Nmit ||z —xp|| <e Vk,n> N(e). Es gilt

||mk—:cn|\:su§|xkj—xnj|<6@|xkj—xnj|<5 VjieN Vk,n> N(e)
Jj€

Alle Komponentenfolgen {x,; }nen erfiillen also die Cauchy-Bedingung in (R, |-|). Aufgrund
der Vollstiandigkeit von R konvergieren sie gegen ein x; € R. Also

= |z — il <e VjEN & suplay; —a5] <e Vk2=>K(e)
JEN

Sei nun @ := {z;}en, dann ist der letzte Ausdruck dquivalent zu ||x; — || < e Vk > K(e),
die Folge ist also konvergent.



154) Zeigen Sie durch Angabe eines Gegenbeispiels, dass der Vektorraum C|a, b] der auf [a, b]
stetigen Funktionen beziiglich der Integralnorm ff | | nicht vollsténdig ist.

Beh.: f,, = 2" bildet auf C|0, 1] eine Cauchy-Folge, die nicht konvergiert.

Beweis: Wir nehmen 0.B.d.A k£ > n an und priifen zunéchst die Cauchy-Eigenschaft:

1 1 1
1 1
n k n k
— = - dx = dx — dx = ——— Vk>n>N
o= ill = [ " =atax = [Camax— [Catax= =g - o VEZ 2 NE)
Durch die Abschétzungn%rl—k%_l < n%_l < & kommt man auf N(g) > 1

Nun bilden wir die Grenzfunktion

f:= lim 2" =
n—oo

lfirz=1
0 sonst

f ist an 1 unstetig, also f ¢ C[0,1] = f, konvergiert nicht in C0, 1].

158) Untersuchen Sie im Raum C[0, 1] der stetigen Funktionen von [0,1] in R mit der Inte-
gralnorm fol |f|, ob die folgenden ,,Punkte“ 0, 1, sin 27t Hiufungspunkte der Teilmenge aller
positiven stetigen Funktionen mit f(0) = f(1) = 0 sind.

Vorab: h € C[0,1] ist Hiufungspunkt < 3{f,} in C[0, 1]\ {h} mit lim, .~ fn = h.
Da ||fn, — h|| — 0 & f, — h miissen wir lediglich passende Funktionenfolgen finden, die
obige Kriterien erfiillen und fiir n — oo gegen h konvergieren.

Beh. 1: Jede Funktion f(z) = h mit h € RT ist Hiufungspunkt.

Beweis: Wir definieren z.B.

0 xz € {0,1}
fo(z) =h(1 = (22 —1)*" oder fu(z)={ linear =z € (0, n%q) U (1 — n%q, 1)
1 1
h v € [ 1 = ]
Offensichtlich gilt in beiden Fillen lim,, o = h.
Beh. 2: Die Funktion f(z) = 0 ist Hiufungspunkt.
Beweis: Wir definieren z.B.
() 0 x€{0,1}
sin(mx
fn(z) = - oder fp(z) =X linear =z € (0, %) U (%, 1)
1 1
n r=3

In beiden Fillen folgt lim,, .., = 0.



Beh. 3: Keine Funktion f(z) = h mit h € R~ kann Haufungspunkt sein.

Beweis: 'Wihlt man eine Kugel vom Radius r < |h|, so liegt keine Funktion der zu untersu-
chenden Menge darin. = h ist duflerer Punkt.

161) Zeigen Sie, dass die Einschrinkung von f auf jede Gerade durch den Koordinatenursprung
an dieser Stelle stetig ist, f selbst jedoch dort unstetig.

o) = { 5 (9) £ (0,0)

0 (z,9)=(0,0)

Beh. 1: Jede Annédherung an (0,0) iiber eine beliebige Gerade liefert als Grenzwert 0.

Beweis: Jede Gerade durch den Koordinatenursprung lésst sich in der Form y = k -  anschrei-
ben. Sei k € R fix, dann sind alle Punkte der Gerade bestimmt durch {(x,y)|y = k- z}. Es
folgt:

k3 k32
iy S k) = Uy o e = I T g
Beh. 2: Die Funktion ist an (0,0) unstetig.
Beweis: Die Anniherung z = v liefert
6

: . (] 1

1 3y)y=1 ==

Yim fly™y) = lim 575 =5 # 0

= f ist an (0, 0) unstetig.

166) Untersuchen Sie f auf Stetigkeit an (0,0).

B m& (w,y) (0,0)
e ={ T oo

RIS

Beh.: f ist an (0,0) stetig.

Beweis: Elementares Abschéatzen liefert:

zy max” (||, |yl)
|z + [yl — max(fx], |y])

= max(|z], [y]) = [|(2,y)|lmax — 0 fiir (z,y) — (0,0).

= 1im(w,y)_>(0’0) 0.

Ty
|z[+[yl



